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Prérequis: Relation d'équivalence, ensemble quotient
structure de groupe, d'anneau, de corps.

. Congruences.

Def.1: Soient neN", (a,b)EZZ; on dit que a est congrua b
modulo n et on note a =b[n] ssi ndivise (b-a).

Exemples: 22 =14[4] ; 13£8][4].

Prop.1: Pour tout nEN* la relation = [n] est une

relation d'équivalence dans Z. (1)

Notat®: V neN*, on notera Z/nZ l'ensemble Z/= [n],
et X la classe d'équivalence de x dans Z/nZ.
Conséquences: X ={x+An/Ae Z} . Grace a la division

Euclidienne par n, on voit que Z/nZ est un ensemble

—

fini a n éléments, et que Z / nZ = {6, i,...,n —1} .

Prop.2: Soit nEN*. On a, pour tout (a, b, ¢, d)€Z*:
aEb[n] a+czb+d[n]
= (2)
czd[n] aczbd[n]
La relation d'équivalence = [n] est compatible avec
les lois + et X de Z.

Corollaire: ¥(a,b)€Z?, YkeN*, (a =b[n]=d" =b' [n])

Application 1®%); Ecriture d'un nombre en base b. (3)
Etant donné un entier naturel b>2, pout tout a€N, il

existe une suite finie unique X, X,....,x, avec x #0et

viel[[o,n],x e[[0,b-1]/a=xb"+x b +..+xb+x,

C'est I'écriture du nombre a dans la base b.

Application 2('%); Critéres de divisibilité. (4)

e Un entier naturel est divisible par 2 (resp. par 5)
ssi son chiffre des unités est divisible par 2 (resp.
par 5).

e Un entier naturel est divisible par 3 (resp. par 9)
ssi la somme de ses chiffres est divisible par 3
(resp. par 9).

e Un entier naturel est divisible par 11 ssi la
différence entre la somme de ses chiffres d'indices
pairs et la somme de ses chiffres d'indices impairs
est divisible par 11.

Application 3(®'): Preuve par 9. (5)

Dans un produit p=ab, si l'opération est juste, alors:
soitr le reste de la division par 9 du produit p,
soitr' le reste de la division par 9 du facteur a,
soitr'"" le reste de la division par 9 du facteur b,

on doitavoirr=r'r"

(celan'implique pas que l'opération est juste).

II. Ann /n

D'aprés ce qui précéde, on peut définir, pour tous

— —~

x,ye ZInZ, les élémentsx+ ye Z/nZ etx.ye Z | nZ
et ces classes seront indépendantes des représentants

choisis, ce qui définit des LCI + et . sur Z/nZ.
| Prop.3: (Z / nZ,+,.) est un anneau commutatif. (6)

| Th.160R): Théoréme Chinois.(7)

| Sianb=1,alors Z/abZ =7/ aZxZ | bZ.
Ce théoréme s'étend par récurrence au cas de p
nombres premiers entre eux deux a deux.

Application4©o®): Congruences simultanées (8)
Soient a, $ € Z. Soient a, b EN* premiers entre eux.

x=ald]

v=p[s]

La recherche de la durée séparant les passages par
deux positions successives identiques de deux astres
dont les périodes de révolution sont connues conduit a
ce type de systéme (connu des Chinois, d'ou le th. préc).

Le systéme (S){ admet des solutions ds Z.

x=7[8]
d'inconnue x€Z.(302)

Exercice: Résoudre (S)
x=1[13]

Prop.4: Pour neN*, les éléments inversibles de Z/nZ
sontles x,ou xe Z et xAn=1.(9)

AAAAAA

Exemple: les élts inversibles de Z/9Z sont 1,2,4,5,7,8.

Application 5G°R): Indicateur d'Euler (10)
L'indicateur d'Euler ¢@(n)de n€N* est le nombre

d'entiers compris entre 1 et n, premiers avec n, c'est-a-
dire le nombre d'éléments inversibles de Z/nZ.

Si anb=1, alors ¢(ab)=¢(a)e(b), formule qui
s'étend a k nombres premiers entre eux deux a deux.

. , , 1
Pour p premier, (0(17 ) =p|1-—1|.

p
Si la décomposition en facteurs premiers de n est

- - 1
n :Hpiﬁ ,alors il vient ¢(r) = nH(l__J'

= i=1 .
i=1 ;

®ATh, d'Buler: Siaan=1, a”” =1[n].

1P, Th. de Fermat: si n premieret nta, a"' =1[n].
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Prop.5Mew: Soit peEN". Les trois propriétés suivantes
sont équivalentes:

(i) p estpremier

(ii) Z/pZ estun corps (commutatif)

(iii) Z/pZ est un anneau intégre (104-De Biasi)(11)

Applications a la cryptographie.

Application 6(TER): Chiffrement affine. (302-304-159)
On assimile les lettres de l'alphabet A, B, ..Z aux
nombres 0,1,..,25, et on code ces nombres par la

{0,1,...,25} = {0,1,...,25}
x> f(x)=17x+22[26]

f(x) est le reste de la division Eucle de (17x+22) par 26
Jules César utilisait un chiffrement affine f(x)=1x+3.

fonction de "hachage": f :{

Application 7(TER): Systéeme R.S.A. (302)
Soient p#2 et q#2 deux nombres premiers distincts.
On pose n=pq et soit:

e€Ntq. ee[L:(p-D(g-D[ et en[(p-Dg-D]=1.
Alors Atd e [1:(p-D(g-D[ et ed =1[(p-1)(g-1)]
et Vme N,m" Em[n]

Utilisation pour que A transmette des informations a B:
1) B choisit p et q premiers distincts, et

ce:(p-D(g-D[ a enl(p-Dig-D]-1.
2) B calcule d
3) B diffuse n=pq et d.

4) Pour envoyer un message a B, A convertit ce
message en une suite de nombres m < n. Pour chiffrer

chacun de ces nombres m, A calcule ce [[l,n]] tq
m’ = c[m] . A envoie ca B.

5) B déchiffre c, en calculant c? [n] .

IV. Notes.
(BIA)De Biasi. (TER) Terracher T.S. SOR) Sorosina algébre.
°Modifs /ordre du bouquin.

N.B.: Arithmétique modulaire (utilisant la congruence).
(1) Réflexive, Symétrique, Transitive.

(2) Ecrire a=b[n] comme (h—a)=An, et faire une

vérif. directe en s'assurant que la coef obtenu est ds Z.

(3) BIMEcriture d'un nombre en base b.

3!x0EN: a=bqo+xo, avec 0<xo<b et qo<a.

On divise ainsi le quotient obtenu autant de fois que
possible: 3!x1€N: qo=bqi+x1, avec 0<x1<b et qi1<a.
puis 3!x2EN: q1=bqz+xz, avec 0<x:<b et q:<a...

On obtient a=b"n,+...+ bZxz+ bxi+Xo.

(4) BACritére de divisibilité. Soit a I'entier d'écriture

n—1

décimale a =10"x +10" x _ +..+10x, +x,.
Div. par 2 et 5: 2 et 5 sont des diviseurs de 10 et dons
de 10k pour tout kEN*, Alors VKEN*, 10" = 0[2]er[5],

donc a = x, [2]er[5].

Div. par 3 et 9: 3 et 9 divisent 10-1, d'ott 10 =1[3]er[9].
Par suite, Vk € N*,10 =1[3]ez[9],

donc a=x +x  +..+x [3]oul9].

Div. par 11: 10 =—1[11], d'od Vk e N*,10" = (~1)" [11]
donc a = (—1)n X + (—1)n_1 X _ t.o.tx [1 1] .

(5) B1)Preuve par 9.

ab=p, a=9q+r, b=9q'+r' = ab=p=(9q+r)( 9q'+1r")=
81qq'+9qr'+9rq'+rr', i.e. p= rr'[9], i.e. les reste des

divisions par 9 du produit p=ab et de rr' doivent étre =.

(6) Vérif. groupe abélien pour +.
Vérif. loi "." Assoc., Commut., Neutre, et Distributive / +.

(7) GOR)Théoréme Chinois.

Pour neEN*; on note ¢/ (x)la classe de x dans Z/nZ.

7 — 71 nZ
est surjective (surj® can.) car les cl (x)
x>l (x)

forment une partition de Z.
Z1abZ — 7.1 aZ X7/ bZ

E=cl, (x)— (cl” (x) sel, (x)) '

- f est bien définie: sa définition ne dépend pas du

Soit f:

choix du représentant x de la classe ¢£.

Soit ye &=cl,(x)={z€Z/x—z€ abZ}, alors

ab|x-y, donc : a|x-y et b|x-y, Or:

cl (x)={z€Z/x-ze aZ}donc

yed (x), ie. cl, (x) =cl, (y)

o (x)={z€ Z/x—ze bZ}donc cl (x)=cl (y)
Ainsi, si X et y sont deux représentants de &, alors
f(x)=f(y), et f estbien définie.

- f estun morphisme d'anneaux:

Compatibilité avec +: vient de cl(x+y) = cl(x) + cl(y),
Prop. 2. De méme pour la compatibilité avec X.
Transport de l'unité: f (I, (1)) =(cl, (1);cl, (1)).

- f est bijective: Comme f est définie entre deux

anneaux finis de méme cardinal, il suffit de prouver
l'injectivité, i.e. Ker( f )={cl.r(0)}.

soitx€Ztq f (cl, (x))=(cl (0);cl, (0)).

Alors cla(x)=cl.(0), donc aljx. De méme, b|x.
Comme aAb=1, abl|x, donc cla(x)=clw(0), ce qui
montre l'injectivité et par suite la bijectivité.
Finalement, f estbien un isomorphisme.

(+4) MN.B.: I'hypothése a nb=1 est bien nécessaire,
contre-exemple*** 7./ 87 + 7.1 27X 7 | A7Z. .
(Wikipedia) Forme originale (congruences
simultanées) Qin Jiushao publié en 1247. Mais on
trouve trace d'un pb analogue dans le livre de Sun Zj, le
Sunzi suanjing datant du Il siécle :
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>Combien l'armée de Han Xing comporte-t-elle de
soldats si, rangés par 3 colonnes, il reste deux soldats,
rangés par 5 colonnes, il reste trois soldats et rangés
par 7 colonnes, 1l reste deux soldats?
>Multiplie le reste de la division par 3, c’est-a-dire 2,
par 70, ajoute lui le produit du reste de la division par
5, c’est-a-dire 3, avec 21 puis ajoute le produit du reste
de la division par 7, c'est-a-dire 2 par 15. Tant que le
nombre est plus grand que 105, retire 105.

>Dans combien de jours la pleine lune tombera-t-elle
au solstice d'hiver ?

>Si la question se pose alors qu'il reste 6 jours avant le
solstice d’hiver et 3 jours avant la pleine lune la
question se traduit par :

Existe-t-il un entier x tel que le reste de la division de x
par 365 donne 6 et le reste de la division de x par 28
donne 3 ?

>Une bande de 17 pirates posséde un trésor constitué
de piéces d'or d'égale valeur. Ils projettent de se les
partager également, et de donner le reste au cuisinier
chinois. Celui-ci recevrait alors 3 piéces. Mais les
pirates se querellent, et six d'entre eux sont tués. Un
nouveau partage donnerait au cuisinier 4 piéces. Dans
un naufrage ultérieur, seuls le trésor, six pirates et le
cuisinier sont sauveés, et le partage donnerait alors 5
piéces d'or a ce dernier. Quelle est la fortune minimale
que peut espérer le cuisinier s'il décide d'empoisonner
le reste des pirates ?

(8) GO®Congruences simultanées (forme originale du
th. Chinois).

(8) & (e, (x);¢l, (x)) = (e, (@);cl, (B)) &

f(x)=(cl (e);cl, (B)) etf surjective assure Ix.
(9) a) Soientée Z/nZinversible et (e Z/nZson

inverse. On a &{ =1 et avec des représentants

respectifs des classes: xy =1, donc xy—-1=kn, ie.

xy—kn=1,ie.(Bézout) xAn=1.

b) Réciproquement, soit x tq xAn=1, il existe
(Bézout) u,v dans Z tq xu+nv=1, alors (en notant
toujours & la classe de x):

A

AA AN A A

l=xu+mv=xu+nv=xu+mw=Eu+0=C%u, ce qui
montre que & estinversible dans Z/nZ.

(10) So®Indicateur d'Euler.
Avec les notations du (4), f : Z/abZ > Z/aZXZ/bZ est

un isomorphisme d'anneaux, donc transporte les
éléments inversibles (notésici (..)* ).

Alors (Z/abZ)* = (Z/aZ)*x(Z/bZ)* (1)

On dira que f :N*>7Z est arithmétique multiplicative
ssi V(a,b)e (N*)' (anb=1= f(ab) = f(a)f(b)).
Or VneN*, (Z/nZ)*={cl (x)/xe Z,x nn=1} (Pr.4)
Donc VneN*, @(n)=Card (Z1nZ)*.
D'apres (1), il vient: ¢ (ab) = ¢(a).9(b) , et ¢ arith.mult.
Par définition de ¢:

¢(p’)=Card{ke Hl,pr]]/k/\pr =l}

= card{ke[1.p [} = Card{ke[1.p |1k np #1}

Ona Card{k € [[l,p']]} = pr.

Or pour tout & [[1, P’ ]],

k/\p' #l(:»plki:)ke{qp/lﬁqﬁpr_l},

r—1

ol Card{qp/lSquH} =p

r=1

Donc ¢(pr)=pr—p
Comme ¢ est arithmétique multiplicative, pour

n= le’v ,ilvient ¢(n) = nH(l_ij

Et par suite ¢ est bien déterminée.

®ATh, d'Buler: Siaan =1, a®” =1[n].
Card(Z/nZ)*=@(n). Th. Lagrange: I'ordre d'un sg divise
I'ordre du groupe (fini). Donc si a€(Z/nZ)*, i.e. ann=1,
Card<a>| Card(Z/nZ)*, i.e. I'ordre de a divise @(n), et

par définition de I'ordre d'un élément, a*™=1 ds Z/nZ,
ie o’ = 1[n].
®1)Pt, Th. de Fermat: si n premieret nla, a"' =1[n].

En particulier si n est premier, on a qo(n) =n-1,douAA

(11) Mew)On démontre (i)= (ii)=(iii).
(i)=(ii): Supposons p premier. Tout élément de Z/pZ

différent de O est non divisible par p, et comme p est
premier, il est premier avec p, donc inversible d'aprés
ce qui précede. Donc Z/pZ est un corps.

(if)=(iii) Tout corps commutatif est un anneau intégre.
Si K est un corps et abeK tq ab=0 et a0,
alorsb=al(ab) =at.0=0.

(i)=(@): Mq 1 ()= (ii).

Soit n composé, n=ab, avec 1<a<n et 1<b<n.

AA ~ A A

Alors ab=ab=n=0, avec a#0etb#0, donc Z/nZ
n'est pas intégre (on a exhibé des diviseurs de zéro).

On dispose ainsi d'une infinité de corps finis deux a
deux non isomorphes. Il en existe d autres.



